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Die Methode der Korrelationsfunktion in der Theorie der Supraleitung
V. Elektrische Stromdichte
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The electric current density in a superconductor is calculated up to second order in the pair
potential. The current density can be formulated in terms of the classical distribution function in
phase space which was introduced in previous papers. The resulting expression is specialized both
to the Ginzsurc—Lanpau approximation and to the diffusion approximation. Finally, we discuss the
current distribution at the critical fields Hc¢e and Hes .

Bei einem Ubergang zweiter Ordnung zwischen
supraleitendem und normalleitendem Zustand geht
das Paarpotential A(r) stetig gegen Null. Damit
verschwindet auch die elektrische Stromdichte im
Supraleiter; das duBlere Magnetfeld wird nicht durch
Suprastréme modifiziert. Trotzdem kann die Kennt-
nis des rdaumlichen Verlaufs dieser infinitesimal klei-
nen Stromdichte von Interesse sein, denn sie erlaubt
ein Urteil dariiber, wie sich die rdumliche Vertei-
lung des Magnetfeldes dndert, wenn man das duflere
Magnetfeld oder die Temperatur etwas senkt. Die
elektrische Stromdichte wird in der vorliegenden
Arbeit in niedrigster nichtverschwindender (d. h.
zweiter) Naherung beziiglich des Paarpotentials be-
rechnet. Wir verwenden hierzu eine Methode, die in
einigen vorangegangenen Arbeiten! im Anschlufl
an DE GENNEs entwickelt wurde.

Ein bequemer Ausgangspunkt ist das Variations-
prinzip von SiLvert und CoopEr (Abschn. 1). In
Abschn. 2 wird gezeigt, daf} sich die elektrische
Stromdichte in zweiter Ordnung beziiglich des Paar-
potentials durch die klassische Verteilungsfunktion
im Phasenraum ausdriicken 1ift, die in den voran-
gehenden Arbeiten eingefithrt wurde. Im sauberen
Leiter kann man statt mit der Verteilungsfunktion
mit der Vorstellung von Teilchenbahnen arbeiten;
der entsprechende Ausdruck fiir die Stromdichte
wird in Anhang 2 abgeleitet und diskutiert. Auler-
dem werden Naherungsausdriicke fiir die elektrische
Stromdichte gewonnen, die der GiNzBurc—Lanpav-
Néherung bzw. der Diffusionsndherung von pE GEn-

NEs entsprechen (Abschn. 3). In Abschn. 4 wird die

1 G. Lipers, Z. Naturforschg. 21 a, 680 (I), 1415 (II), 1425
(IIT), 1842 (IV) [1966]. Diese Arbeiten werden als I, II,
111, IV, Gleichungen in ihnen als Gl. (I. 1) usw. zitiert.

2 J. Barbeen, L. N. Coorer u. J. R. Scurierrer, Phys. Rev.
108, 1175 [1957].

Stromdichte in Gegenwart homogener &uflerer Fel-
der im unendlich ausgedehnten homogenen Leiter
(H) bzw. im leitenden homogenen Halbraum (H.3)
allgemein untersucht. Bei H.o stimmt die Stromdichte
auch im allgemeinen Fall bis auf einen uninteressan-
ten konstanten Faktor mit derjenigen iberein, die
sich aus der GinzBurc—Lanpau-Naherung ergibt.
Auch bei H findet man dieselben allgemeinen Ziige,
die man aus der GinzBurG—Lanpau-Nédherung kennt.

Der Ausdruck fiir die elektrische Stromdichte, der
hier im Zusammenhang mit der linearisierten Ginz-
BURG—LANDAU-Gleichung abgeleitet wird, bleibt fiir
die vollstandige Ginzurc—Lanpau-Gleichung (mit
nichtlinearem Glied) giiltig. In Anhang 3 wird des-
halb die Berechnung dieses nichtlinearen Gliedes
vorgefiihrt. In Anhang 1 wird schlieBllich die Kom-
pensation von Divergenzen allgemein behandelt und
gezeigt, daf} sie sich auf die Berechnung der Strom-
dichte nicht auswirkt.

1. Variationsprinzip von Silvert und Cooper

Die mikroskopische Theorie der Supraleitung 2
in der Formulierung von Gorkov ? 1aBt sich in der
Gestalt des Variationsprinzips von SiLverT und Coo-
pER 4 formulieren. Man fiihrt zunédchst das thermo-
dynamische Potential

V=2[A(r),A(r);T]

o | @ -m@ypar

ein. Wahlbare Parameter sind die Temperatur T
(mit k=1) und das etwa durch stromfithrende Spu-

+

3 L. P. Gorkov, Zh. Eksperim. i Teor. Fiz. 34, 735 [1958] ;
engl. Ubers. Soviet Phys.—JETP 7, 505 [1959].

4+ W. Sivert u. L. N. Coorer, Phys. Rev. 141, 336 [1966].
Vgl. auch G. EiLexsercer, Phys. Rev. 153, 584 [1967] ; E.
ScuoLERr, Dissertation, Gottingen 1966.
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len erzeugte duflere Magnetfeld H, (), fir das wir
Gausssche Einheiten (mit ¢=1) verwenden. Da im
Supraleiter Stréme fliefen konnen, kann das wirk-
liche Magnetfeld H(r) von H,(r) verschieden sein.
Das Integral in Gl. (1) wird tiber den ganzen Raum
und nicht etwa nur ber das Innere des Leiters er-
streckt. @ ist ein Funktional des Paarpotentials
A(r) und des Vektorpotentials A (T) mit

H(r) =rotA(r). (2)

Die Funktionen A(r) und A (r) sind so zu bestim-
men, daB ¥ minimal wird. ¥ ist dann insbeson-
dere stationdr gegeniiber infinitesimalen Variatio-
nen von 4(r) und A(r), d. h. es gilt

oV oY oV

64 =" o4 =% sam =0 @

Damit der supraleitende Zustand stabil ist, muf}
¥ <0 sein. Setzt man die Gleichgewichtswerte der
Funktionen 4(r) und A(r) in Gl. (1) ein, so fol-

gen die thermodynamischen Beziehungen

(’aaf)m(,ﬁ =S ( ar?*lm) 1

0,

(H,(r) —H(r))
(4)

mit S als Entropiedifferenz zwischen supraleitendem
und normalleitendem Zustand bei festem T und
H,(r). Wegen Gl. (3) geniigt es dabei, ¥ explizit
nach T bzw. H,(r) zu differenzieren. Die ersten
beiden Gln. (3) sind gleichwertig; speziell die
zweite liefert die Selbstkonsistenz-Bedingung der
Gorkovschen Theorie. Die dritte Gleichung fithrt
auf die MaxwerLsche Gleichung fiir das Magnet-
feld H; die elektrische Stromdichte im Supraleiter
ist daher gegeben durch

T:4~.’t

0D
VAT

Hiervon werden wir im folgenden Gebrauch machen.

i(r) = (5)

Bei einem Ubergang zweiter Ordnung zwischen
supraleitendem und normalleitendem Zustand, der
allein betrachtet werden soll, geht das Paarpotential
A(r) stetig gegen Null. Man kann dann @ in GI.(1)
durch den Anteil niedrigster (d.h. zweiter) Ord-
nung in 4(r), also durch

|A(r)]2
@_ | ! Y
- f g T ()

-T [A*(r') SK,(r, ") A(r”) &3 B3r”,
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ersetzen. Hier braucht nur tiber das Innere des Lei-
ters integriert zu werden. Die u. U. ortsabhéngige
Grofle g ist die Kopplungskonstante der BCS-Theo-
rie. T stellt die gewdhlte Temperatur dar. Der Inte-
gralkern K, (r',7”) wurde in fritheren Arbeiten !
eingehend untersucht [vgl. auch Gl. (9)]. DaB fiir
A(r) — 0 wirklich ein Ubergang zweiter Ordnung
vorliegt, die Entropie also stetig bleibt, folgt tbri-
gens sofort aus der ersten Gl. (4).

Damit ¥ fiir 4(r) -0 moglichst klein wird,
mul} offenbar H=H, sein5. Das leuchtet physika-
lisch sofort ein: die Strome im Supraleiter gehen
dann selbst gegen Null und konnen das Magnetfeld
nicht beeinflussen. Aus der zweiten Gl. (3) folgt mit

A(r) =g T[3K, (r,7) A(r') & (7)

die linearisierte Selbstkonsistenz-Bedingung, die den
vorangehenden Arbeiten! zugrunde lag. Setzt man
Gl. (7) in Gl. (6) ein, so ergibt sich, da D@ be-
reits selbst und nicht erst fiir 4(r) — 0 verschwin-
det. Die elektrische Stromdichte im Supraleiter folgt
aus den GIn. (5) und (6) zu

ir) =TfA*(r') 5 0K (1, 77)

’7 3/3//
27 8A(r) A(r”) d3r” d3r”.

(8)
Es muf} also die Variationsableitung des Kernes
K, (r', ") nach dem Vektorpotential A (1) berech-
net werden.

Die ®-Summe in Gl. (6) ist in Wirklichkeit un-
ten und oben abzuschneiden. Statt dessen kann man
die Summen von — o bis + oo erstrecken und die
formale Divergenz kompensieren. Hierauf gehen wir
in Anhang 1 ein. Dort wird auch gezeigt, dafl Gl. (8)
dann giiltig bleibt.

2. Bestimmung der elektrischen Stromdichte

Der Integralkern K, (1',7”) kann nach der Me-
thode der Korrelationsfunktion! aus einer Vertei-
lungsfunktion ¢, (r,v;7”’) im Phasenraum der
Variablen 7" und v gemal

K,(r',r") =m? vgggw(r’, v;1”’) dQ2 (9)

berechnet werden. m ist die (effektive) Elektro-
nenmasse, v die Fermi-Geschwindigkeit; beide
konnen von 1’ abhiingen. Die Verteilungsfunktion
7, (r',v; 1”7) ist nur fir |v i=v definiert. Auf der

5 Diese SchluBBweise nach ScuoLer 4.
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rechten Seite von Gl. (9) wird uber alle Richtungen
des Geschwindigkeitsvektors v integriert. Die Ver-
teilungsfunktion gehorcht der Laprace-transformier-
ten Borrzmann-Gleichung

(2| o] +v9 +nvo) go (¥, 0;17)
—nv@ -~ g, (r, v 1) dQ’

=2a)72o(r—1r"). (10)

Der Parameter o durchlduft dabei alle positiven
und negativen ungeradzahligen Vielfachen von 7 T.

Das Symbol

0’ = a?;, +2ieA(T)
bedeutet den eichinvarianten Gradienten zur doppel-
ten Elektronenladung —2 e (mith =c=1). nistdie
Konzentration etwaiger Fremdatome; do(¢)/dQ
bzw. o stellen den differentiellen bzw. integrierten
Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung von Elektro-
nen mit Fermi-Geschwindigkeit an diesen Fremd-
atomen dar. Gl. (11) ist zu ergdnzen durch die Rand-
bedingung 6

o (T, 05 17) = [w(Vy, ) ¢, (1, Vo3 77) dQ, (12)

(11)

an der Oberflaiche des Leiters (7 ein Punkt an der
Oberfliche; die Geschwindigkeit v, weist auf die
Oberfldche hin, die Geschwindigkeit ¥ von ihr fort).
Der Reflexionskern w(vy,v,) gehorcht einigen all-
gemeinen Bedingungen; vgl. Gln. (I. 55) bis (I. 58).

Mit Scu6rer * fithren wir die Greensche Funk-
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tion e, (r,v; 1, v") der Borrzmany-Gleichung (10)
ein. Sie gehorcht

(2Iw|+v'5+nvo) e, (r,v; 1,0
e d(:i(-(?)ew(r’ v”; rr’ v/) dQU

—8(r—7r) (v, v), (13)

wobei ?S(v,v’) die 6-Funktion der Richtungen von
v und v’ ist. Gl. (13) wird ergiinzt durch eine Rand-
bedingung analog zu Gl. (12). Ersichtlich gilt

o (1, 0;7) = (27) 2fe, (r,v; 1, v") dQ". (14)

Die Greensche Funktion e, (7,v;1',v") gehorcht
der Symmetrierelation 7

e, (7, 0517, 0") =eu (v, -5 1, —¥). (15)

Zum Beweis multipliziert man die Gl. (13) mit
eo(r,v; 77, v”) und integriert iiber alle 7 und alle
Richtungen von v. Dann stellt man die der Gl. (13)
entsprechende Gleichung fiir e, (r, —v; 1”7, —v”)
auf, multiptliziert mit e, (7, —v; 7, —’) und in-
tegriert wieder iiber alle r und alle Richtungen von
v. Subtrahiert man die beiden so gewonnenen Aus-
driicke und beachtet die Randbedingung Gl. (12)
mit
(V1) w(Vy,Vg) = — (Vy'M) w(—vy, —Vy)
(16)

[vgl. Gl. (I.57)], wobei m den Normalenvektor be-
deutet, so folgt Gl. (15). Wegen Gln. (14) und (9)
ergibt sich iibrigens hieraus sofort Gl. (A.4).

Aus Gl. (10) folgt nun durch Bildung der Variationsableitung

2|w|+vd +nvo) SA (1)

0go (1,05 17) v(j‘) do (9) ég,(r,v"; 1)
aQ

0A (1) 48

=—-2ievd(r—7r) g, (r,v;r’). (17)

Wegen Gl. (13) und der gleichen Randbedingung fiir e, (', v; ,v") und ¢, (r,v;1”) wird diese Glei-

chung sofort gel6st durch
0go(r,v;7")
0A(T)

= —2ie¢d9’ew(r’,v; r,v) v g, (r,v;r").

(18)

Unter Verwendung der Gln. (8) und (9) ergibt sich dann

i(r) = —2iem? o T/d & $aQ $AQ 4* () e, (¥, Vs 1, 0) v g, (1, 0:77) A().

6 Natiirlich konnten auch Grenzbedingungen auf der Grenz-
fliche zwischen verschiedenen Leitern auftreten. Hiermit
wird sich eine weitere Arbeit dieser Reihe beschiftigen.
Die allgemeinen Folgerungen, z. B. Gl. (15), bleiben auch
dann giiltig.

(19)

7 Sind Fermi-Geschwindigkeit und effektive Masse rdumlich
veranderlich, so ist Gl. (13) durch eine etwas allgemeinere
Gleichung zu ersetzen. Gl. (15) bleibt richtig, falls die
linke Seite mit m?® v an der Stelle " und die rechte Seite
mit m2 v an der Stelle 7" multipliziert wird.
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Die Indizierung der Geschwindigkeitsvektoren wurde gegeniiber Gl. (18) geandert. Gl. (19) ist im we-
sentlichen bereits das gesuchte Resultat; allerdings sind noch einige Umformungen zweckmaBig. Zunachst
benutzt man Gl. (15) und fithrt nach Gl. (14) die v-Integration aus. Ferner erkldrt man eine Funktion

A,(r,v) durch

A, (r,v) = [g,(r,v;77) A(r”) &r”.

Damit ergibt sich schlief8lich

i(r) = —8::‘—’iem2vTZ<ﬁd.QA;,(r, —v)vd,(r,v).

AuBler in speziellen Situationen [vgl. Abschn. 3
und Gl. (61)] hingt die elektrische Stromdichte also
wegen Gl. (20) in einer nichtlokalen Weise von dem
Paarpotential ab. Wir wollen uns davon iiberzeu-
gen, daf} die Stromdichte in Gl. (21) den erforder-
lichen physikalischen Bedingungen gehorcht. Zu-
nachst ist die rechte Seite von Gl. (21) sicher reell
und eichinvariant (vgl. II, Anh. 1). Ferner ist sie
quellenfrei

divi(r) =0, (22)

und an der Oberfliche verschwindet die Normalkom-
ponente

i(r)y'n=0. (23)

Gl. (22) beweist man sofort, indem man die Ablei-
tung auf der rechten Seite von Gl. (21) ausfiihrt,
Gl. (20) beachtet und Gl. (10) heranzieht. Gl. (23)
folgt aus der Bedingung Gl. (16) fiir den Reflexions-
kern. Es ist vielleicht bemerkenswert, dal Gl. (23)
nicht etwa aus Gl. (I.56) folgt. In Abschn. 4 wer-
den wir die Tatsache verwenden, daf} Realitat, Eich-
invarianz und die Gln. (22) und (23) bereits fiir
die einzelnen Summanden in Gl. (21) gelten. Eine
allgemeine Aussage iber die Stromdichte merken
wir sofort an: Ohne Magnetfeld [A(r)= 0] ist
(. (r,v; 1) reell und 4(r) kann reell gewihlt wer-
den. Dann verschwindet die Stromdichte #(r) iiber-

(20)

(21)

all im Supraleiter. Man beachte aber, da} es in
mehrfach zusammenhéngenden Leitern auch Losun-
gen A(r) geben kann, die einen Dauerstrom bedeu-
ten.

In Anhang 2 spezialisieren wir Gl. (21) fiir einen
sauberen Leiter. Der dort gewonnene Ausdruck ist
fiir praktische Rechnungen vielleicht nicht besonders
wichtig, liefert wegen des Auftretens der Bahnen
der Elektronen (bzw., im Falle eines Magnetfeldes,
der Informationstriager; vgl. I11) eine gewisse phy-

sikalische Einsicht in Gl. (21).

3. Ginzburg-Landau-Niherung,

Diffusionsndherung

Wir gewinnen jetzt spezielle Ausdriicke fir die
Stromdichte, die im Zusammenhang mit Néaherun-
gen fiir ¢,(r,v; 1) auftreten. Man muB hierbei
darauf achten, dal} die Naherungsgleichungen fiir
A(r) bzw. fiir K,(r, 1) und der Niherungsaus-
druck fir i(r) zueinander passen, dal} also insbe-
sondere die Gln. (22) und (23) richtig bleiben.

Die linearisierte GinzBurc—Lanpau-Gleichung 8,
die fiir Temperaturen in der Ndhe der Sprungtem-
peratur ohne Magnetfeld giiltig ist, folgt aus einer
Entwicklung von ¢, (7, ;1) nach eichinvarianten
Ableitungen der J-Funktion. Nach II gilt dabei

NS S ~19-9 : —r
G (P, 0;7) = (2n)22|w|<1—(2|w|+v/ltr) va+...)6(r r) (24)
mit [, als Transport-Wegliange. Beachtet man noch
éde:O, @v(v'a) d.Q:—%lav?, (25)

so folgt aus Gln. (20) und (21) der mikroskopische Stromausdruck ® der GinzBurc—Lanpau-Theorie

8 V. L. Ginzure u. L. D. Laxpav, Zh. Eksperim. i Teor. Fiz.
20, 1064 [1950] ; deutsche Ubers. Phys. Abh. Sowjetunion,
Folge 1, 1, Leipzig 1958.

9 L. P. Gorxkov, Zh. Eksperim. i Teor. Fiz. 36, 1918 [1959] ;
37, 1407 [1959]; engl. Ubers. Soviet Phys.—JETP 9, 1364
[1959] ; 10, 998 [1960]. Die obige Gl. (26) stimmt mit
den dort angegebenen Formeln nicht vollig iiberein.
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i) = 2™ B AT IS L (26)
3x w (20)% (20| +v/l,)
mit 0 nach Gl. (11) und
0 —3/or—2ie A(r). (27)
Aus der linearisierten Ginzsure—Lanpau-Gleichung (I1.9) folgt sofort Gl. (22). Aus der Randbedingung 1?
n-04(r) =0 (28)

ergibt sich ferner Gl. (23). Die Giiltigkeit von Gl. (26) ist tibrigens nicht auf die linearisierte GINzBURG—

Lanpau-Gleichung beschréankt; vgl. auch Anh. 3. Aus Gl. (26) folgt das Fluxoid-Theorem 1

¢+<862m,"’v3 v 1

=1
3n S (2w)? 2o+ 1}'/17,)')

mit Dy=an/e als FluBquantum. Das Integral auf
der linken Seite wird iiber eine beliebige geschlos-
sene Kurve im Leiter erstreckt. @ ist der magneti-
sche FluB3 durch eine Flache, die von dieser Kurve
aufgespannt wird. Die ganze Zahl n kann nur dann
=+ 0 sein, wenn A(r) in mindestens einem Punkt
dieser Fliache verschwindet. Es ist nicht zu erkennen,
daf} ein entsprechendes Theorem bereits aus Gl. (21)
folgt.

Die im schmutzigen Grenzfall fiir alle Temperatu-
ren giiltige Diffusionsniherung '* wird nach II durch
den Ansatz 13

Jo (1,03 1) =h, (1, 1) +0-h,(r,¥) +... (30)

(0= Einheitsvektor parallel v) gewonnen. Es folgt
dann u. a.

h,(r, 1) = 1,0 h, (1, 1) (31)

[vgl. Gl. (II. 61) und die dort anschliefende Erlau-
terung]. Ubrigens gilt

K,(r,r)=4am2vh,(r,1). (32)
Fiihrt man noch ein
4,(r) = 4, (r,0) d2
= (m?v) 7! [ K, (7, 1) A(r) 37, (33)

so folgt aus Gl. (21) unter Beachtung der Gl. (25)
und der Gln. (30) bis (33)

10 Djese Randbedingung, die auf Ginzsure und Laxpau (L. c.)
zuriickgeht, wurde von Scuérer 4 aus Gl. (12) gewonnen.

11 J. B. KeLLer u. B. Zumivo, Phys. Rev. Letters 7, 164 [1961].

12 P, G. pe Gexxes, Phys. kond. Materie 3, 79 [1964].

13 Gl. (IL. 58) enthilt einen Fehler, der durch Gl. (30) be-
richtigt wird.

i(r)

id(r)ei 'dT:n@O

(29)

[

i(r)=—"aiem?2l,, T

7w

N[4S A,(F) — A, (1) A5(1)] (34)

el

als Stromdichte-Ausdruck der Diffusionsnéherung.
Er scheint in der Literatur noch nicht angegeben
worden zu sein 132, Gl. (22) ist jetzt eine Folge der
Differentialgleichung (II.14) der Diffusionsnihe-
rung; dabei ist noch Gl. (7) zu beachten. Gl. (23)
ergibt sich aus der Randbedingung Gl. (II, 66), die
bisher nur fiir spiegelnde Reflexion bewiesen wer-
den konnte 13,

Im homogenen Spezialfall (alle Materialgrofien

rdaumlich konstant) kann man aus der Diffusions-
ndherung eine Differentialgleichung

8-04(r) = —2 A(r) (35)

fir A(r) gewinnen!4, die formal mit der lineari-
sierten GINzBURG—LANDAU-Gleichung iibereinstimmt;
als Randbedingung ist wieder Gl. (28) zu fordern.
In diesem Fall gilt

4,(r) =a 1 (2|o|+3vl2) "1 A(r); (36)

vgl. Gl. (IL. 70) und beachte dabei Gl. (A.11). Aus
Gl. (34) folgt dann mit

C 202 ~ "y
2‘%7”“ [4* ()34 (r) — A(1)3* 4*(1)]

TY(2|o|+3vl4) "2 (37)

i(r) =

13a Zusatz bei der Korrektur: Herr W. Moormany machte mich
freundlicherweise darauf aufmerksam, daf3 die Gln. (34)
und (37) im wesentlichen von K. Maki1, Physics 1, 21 [1964],
mitgeteilt worden sind.

13b Zusatz bei der Korrektur: Es gelang kiirzlich K. Usapet,
diese Randbedingung im Rahmen der Methode der Kor-
relationsfunktion allgemein zu beweisen.

14 P, G. pe Gennes 12; vgl. auch II, Abschn. 5.
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ein Stromausdruck, der dem Stromausdruck der
GinzurGc—Lanpau-Naherung [Gl. (26)] dhnlich sieht
und im gemeinsamen Giiltigkeitsbereich beider Na-
herungen mit ihm ibereinstimmt. Gl. (22) ist eine
Folge von Gl. (35), wahrend sich Gl. (23) wieder
aus Gl. (28) ergibt. Aus Gl. (37) {folgt natiirlich
sofort ein Gl. (29) entsprechendes Fluxoid-Theorem.

4. Spezielle Probleme: H s und H,

Der Halbraum >0 sei mit einem homogenen
leitenden Material erfiillt; die Reflexionseigenschaf-

+o0
9o (@3 052" s kys k) = [ 9o (', 0577 )expi(hy (v —y) +E:(z" = 2))] dy” ds”,

so ergibt sich fiir diese Funktion die Gleichung

G. LUDERS

ten der Oberflache (xr=0) fiir Elekironen seien in
allen Oberflachenpunkten dieselben. Parallel zur z-
Achse werde ein homogenes Magnetfeld H ange-
legt. Mit Saint-James und pE GEnNEs 15 fragen wir
nach der Stromverteilung bei dem oberen kritischen
Feld H.3 der Oberflichen-Supraleitung.

Wahlt man das Vektorpotential in der Form

A;=4,=0; A,=Hz, (38)
so folgt aus Gl. (10) und der Randbedingung Gl.
(12) (mit von y" und z" unabhiingigem Reflexions-
kern), daB} ¢, (7, v;1”) auBer von ¥ nur von 2/,
«’, y' —y”, 2 — 7" abhingt. Definiert man nun

(39)

] a y . ’ 44
2|w|+v, 3 +ivy(ky,+2eHx) +Lv2kz+nvo} oz, 52 5 ky, k)

do(#)

9@, V5275 by, k) A2 = (270) 728 (2 —2).

(40)

Die zugehorige GREENSAdle Funktion e, (z,v";2”,v"”; k,, k,) erhilt man, indem man die rechte Seite der
Gl.(40) durch 6 (z —2") 0 (v, V") ersetzt [vgl. GL.(13)]. ¢, (2", v;2"; ky, k,) kann aus e (¢, v;2",v"; k., k)
sofort berechnet werden; vgl. Gl. (14). Es gilt die Symmetrierelation

’ ’ 44 r” * 4
ex(z,0 52,0 ;ky:kz) =eu(z,

die Gl. (15) entspricht. Wir definieren schlielich

Ko(o,a"s by k) =m2 o g, (2, 03275 by k) 2.

—v”;ft’, _v/; kyskz), (4‘1)

(42)

Wir werden die Ableitung von K, («’,2”; k,, k.) nach k, bzw. k, bendtigen und berechnen zunichst diese

Funktionen. Aus Gl. (40) folgt

2 |o|+v, ai, +ivy(ky+2eH2’) +iv,k,+nvo

—nvgﬁ do(9) 39, (2, s s ky ko) o
Ok,

dQ

99, ', 052" ky, k)

Ok,

= —iv, ¢, (2, v;2";k,, k), (43)

was sich unter Benutzung der Greenschen Funktion e, (2, v';2,0;k,, k) sofort integrieren lafit zu

9g.(', Vs 2”5 by, k)
ok,

0

= [dx (ﬁd-‘?ew(x',v';x,v;ky,kz) (—ivy) go(z, 5275 Ky, k).

(44)

Aus Gl. (42) erhilt man dann die Ableitung von K, (z',2”’; ky, k,) nach k,; zieht man noch Gl. (41) her-
an und fithrt die Integration iiber ¥ aus, so ergibt sich

0K, (2, 2"s ky k)
ok,

=—(27)2im?v fdx @d.@g;(r, —v;2' 5 ky k) vy G (2, 05275 Ky k). (45)
0

15 D. Samxt-James u. P. G. pe Gexnes, Phys. Letters 7, 306 [1963].
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Ein entsprechender Ausdruck gilt fiir die Ableitung nach k, . Das Rechenverfahren entspricht offenbar dem
in Abschn. 2 verwendeten.

Jetzt machen wir fiir das Paarpotential den Ansatz

A(r) =f(z) expli(kyy +k.2)] (46)
Aus Gl. (7) ergibt sich die Integralgleichung
fz) =g Tof 2K, (2,25 by, k) f(2) da (47)

fir f(z). Die Stromdichte Gl. (21) hingt mit dem Ansatz Gl. (46) nur von z ab. Aus den Gln. (22) und
(23) folgt dann iibrigens sofort, daf} die 2-Komponente der Stromdichte iiberall verschwindet. Explizit fin-
det man aus Gl. (21)

i(x)=_8n‘ziem2vT§§ﬁd_@A;(x,_v)vAw(x,v), (48)
wobei die Abkiirzung A, (2,0) = [ g, (x,0;2" 3 ky, k) A(2') da’ (49)
0

verwendet wurde. Damit das thermodynamische Potential @ [Gl. (6)] fiir die Vergleichsfunktionen end-
lich bleibt, integrieren wir den ersten Summanden nur iiber z, setzen im zweiten Integral ¥’ =2z"=0 und
integrieren iiber ', 2"/, 4" und z”. Dieses thermodynamische Potential pro Flicheneinheit der Oberfliche

werde ¢® genannt; es gilt

oo o0

P® = }/ J fa)Pde—T f @) YK (2 s ky k) f(2) do’ da”
Ry O @

0

(50)

Setzt man die Variationsableitung nach f*(x) gleich Null, so folgt Gl. (47).

Die Parameter %, und k, in dem Ansatz Gl. (46) sind so zu bestimmen, daB ¢ minimal wird. Setzt
man die Ableitung von @@ nach k, gleich Null, so folgt aus Gl. (45) die Beziehung

0

Wegen Gl. (48) bedeutet das ersichtlich

Ofiy(x) dr=0. (52)
Im Giiltigkeitsbereich der Ginzure—Lanpau-Nihe-
rung bzw. der Diffusionsniherung ist diese Aussage
bekannt 13; wir haben sie hier allgemein bewiesen.
Da auch die Ableitung von ¢® nach k, verschwin-
den muf, gilt Gl. (51) auch, wenn v, dort durch v,
ersetzt wird. Falls sich der Reflexionskern w(vy, )
nicht dndert bei Ersetzung von vy, durch — v, und
von vy, durch —vy,, so gehorcht die Losung von

Gl. (40) fiir £, =0 der Beziehung

gm(z” Vzy Uy, Uzs :L'”; ky, kz =O)
=gw(x,7 Vzy Uy, “vz;x”; kya kz=0)' (53)

Gl. (51) (mit v, statt v,) wird also durch k,=0
gelost. Ob damit tatsichlich das Minimum von ¢
angenommen wird, 1aft sich nicht so leicht priifen;

fmdzcﬁdQA,;(x, —v) v, 4, (z,0) =0.

(51)

es ist aber wohl physikalisch plausibel. In diesem
Fall folgt aus Gl. (48), daf bereits die z-Kompo-
nente der Stromdichte selbst und nicht erst ihr In-
tegral iiber alle  verschwindet.

Die Stromdichte hat demnach tiberall y-Richtung,
wobei iiberdies Gl. (52) gilt. Im Giiltigkeitsbereich
der GinzBurc—Laxpau-Niherung bzw. der Diffu-
sionsndherung treten bekanntlich zwei entgegenge-
setzt gerichtete Stromsysteme auf, wobei der Strom
unmittelbar hinter der Oberfliche ein Abschirm-
strom ist. Ob man auch im allgemeinen Fall zwei
derartige Stromsysteme findet, 16t sich ohne einen
gewissen Rechenaufwand sicher nicht priifen.

Nunmehr sei der ganze Raum homogen mit lei-
tendem Material erfiillt; gefragt wird nach der
Stromverteilung bei dem oberen kritischen Feld H .
Nach Hevrano und WerTHAMER 16 ist das Paarpoten-

16 E. Hevranp u. N. R. WerTnAMER, Phys. Rev. Letters 13, 686
[1964] ; Phys. Rev. 147, 288 [1966].
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tial eine tberall beschrankte, simultane Eigenfunk-
tion der beiden dreh- und eichinvarianten Differen-
tialoperatoren

D,=0-0, D,=H-9; (54)
es muf} also gelten
DyA(r)=—2A4(r), DyA(r)=ind(r) (55)

mit reellem 2 (= 0) und «. Man kann A(r) (bis
auf Eichfaktoren) periodisch in der z—y-Ebene wah-
len. Die Form des Gitters der Punkte A (1) =0 laft
sich aus der linearen Integralgleichung (7) fiir 4(r)
allerdings nicht bestimmen. Die Eigenwerte 4 und
sind so zu wihlen, dal @ (bei Beschrinkung je-
weils einer Integration auf eine Elementarzelle des
A-Gitters) minimal wird. Ob das genau fiir A=2e H
und u =0 der Fall ist, 1aBt sich nicht einfach priifen.
Wir wollen hier nur zeigen, daf} fiir die Stromdichte
(bis auf Faktoren) stets der Ausdruck (26) der
GinzBurc—Laxpau-Ndherung gilt, obwohl die Strom-
dichte nach Gl. (21) zunachst in einer ganz nicht-
lokalen Weise von 4 (r) abhangt.

Dieselben Symmetrieiiberlegungen 6, die dazu
fihren, dafl Gl. (7) gelost werden kann durch ein
A(r), das Gl. (55) gehorcht, fithren auch zu der

Aussage

Am(r; v) :Fw(Dla DZ, D377) A(r) (56)

mit

D3:v3, sz'H.

(57)

Wir merken an, daf der Differentialoperator D,
nicht mit den untereinander kommutierenden Opera-
toren D; und D, vertauschbar ist. Integriert man
jetzt bei Berechnung der Stromdichte nach Gl. (21)
tiber alle Richtungen von v, so muf} ein eichinvari-
anter Vektor entstehen und die Abhéngigkeit von
D3 und 7 fortfallen. Man findet also

i(r) =8x%iem2vT S[a, A* (1) 3A(r) (58)

+ by A(1) 3 A% (¥) + ¢, H| A(1)]2],

wobei a,,, b,, und ¢, i. a. noch abhéingen von H, v,
und . Wir machen zunéchst Gebrauch davon, daf3
jeder einzelne ®-Summand in Gl. (58) der Kon-
tinuitatsgleichung (22) zu gehorchen hat. Aus der
zweiten Gl. (55) (u reell!) folgt sofort

H-0|4(r)2=0, (59)
wahrend die erste Gl. (55) zu
b(u = —a, (60)

G. LUDERS

fihrt. Der Koeffizient ¢, verschwindet. Um das zu
zeigen, verwendet man wieder die Eichung Gl. (38).
In A(r) kann dann ein Faktor exp (i 1 z) abgespal-
ten werden; nach derselben SchluBweise wie im Zu-
sammenhang mit H.; muf} der Strom in Feldrichtung
verschwinden. Beachtet man noch, daB jeder w-Sum-
mand in Gl. (58) reell sein mul}, so folgt schlieB3-
lich
i(r)=8a2iem2v[A*(r)0A(r)

—4(r)e* (1)1 T Xa, (61)

mit reellen a,, .

Die Anwendung thermodynamischer Variationsprin-
zipien in der Theorie der Supraleitung habe ich vor
einigen Jahren von Herrn G. EiLexBercer gelernt.

Anhang 1: Kompensation der Divergenz

Die Elektronenpaare im Supraleiter werden zu-
sammengehalten durch eine anziehende Wechselwir-
kung, die beim Austausch von Phononen zwischen
den beiden Partnern des Paares entsteht. Da die
Wechselwirkung retardiert ist, sind die ®-Summen
in den Gln. (6), (7) und an anderen Stellen oben
und unten bei einer festen, von der Temperatur un-
abhédngigen Frequenz (von der Grioflenordnung der
Desve-Frequenz) abzuschneiden. Ublich und beque-
mer ist ein anderes Rechenverfahren, bei dem die
w-Summen von — oo bis + oo erstreckt werden
und der dann divergente Anteil prop.|®|™! in den
Summanden kompensiert wird. Dieses Verfahren
laBt sich mit der Methode der Korrelationsfunktion
leicht formulieren.

Man fiihrt neben der Teilchendichte K, (1", 7")
[Gl. (9)] der Elektronen (oder Informationstrager),
die sich von " nach 1" ausbreiten, die zugehorige
Teilchenstromdichte

I, ") =mt o g, (X, v: 1) 42 (A1)
am Ort 1’ ein. Sie darf nicht mit der elektrischen
Stromdichte (1) aus dem Hauptteil der Arbeit ver-
wechselt werden. Wenn man die Bovrrzmann-Glei-
chung (10) tiber alle Richtungen integriert, so folgt

2|o| K, (', 1") £, (0,7

2
m-v

= (' —r"). (A.2)
7T

Fiir A(r)= 0 ist das einfach die Laprace-transfor-
mierte Kontinuititsgleichung der Teilchendichte, wo-
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bei die Anfangsbedingung der zeitlichen Entwick- [vgl. Gl. (II. A.3)] ergibt sich aus Gl. (A.2) auch
lung auf der rechten Seite steht. An der Oberflache T -
2|w|K,(r,r") +0 Iw(r )

gilt
nl,(r,r)=0, (A.3) = Lot —r") (A.5)
wie aus der Randbedingung Gl. (12) unter Beach- ) ]
tung von Gl. (1. 56) folgt. Wegen und damit
K,(r,r") =K, (r",¥) (A.4) 7L, ") = 3" 1", 7). (A.6)

Durch Bildung der Variationsableitung nach A, (7) folgt aus Gl. (A.5) mit

K, (1) %, O (Y1) ) P— , .
2o 34,.(1) +0 54, (1) —2ied(r—r") I, (r,r') =0 (A.7)

eine Beziehung, die wir bald benutzen werden.

Das Funktional @®@ [Gl. (6)] laBt sich umschreiben zu

¢<2>=f<71 AR, )1A(r)\2d3r T4 )S L 1) T AW B a, (A.8)
q T P 2\ \ 7 2 |

wenn man Gl. (A.5) heranzieht und unter Beachtung von Gl. (A.3) partiell integriert. Dal} das zweite
Integral reell ist, folgt leicht aus Gl. (A.6). Die w-Summe im zweiten Integral konvergiert jetzt. Die di-
vergente ®m-Summe im ersten Integral kompensiert man, indem man die Bestimmungsgleichung fiir die
Sprungtemperatur 7.

€
i EP, z x lw p= (A.9)
im homogenen Leiter ohne Magnetfeld heranz1eht; o, durchlauft dabei die ungeradzahligen Vielfachen
von 7T.. Die formale Ersetzungsregel lautei einfach
1 m?v 1
: 5

[ —N(r) ln( (A.10)

T,c(,,"),)
g uE v 2o ’

T

wobei die u. U. ortsabhingige Sprungtemperatur T.(r) und die ebenfalls u. U. ortsabhéngige Zustands-
dichte N(r) mit

N =m?v/2 a* (A.11)
eingefithrt wurde. Damit erhélt man schlief$lich
P = _[N(r) In (T (r)> | A(r) 2 d3r—Tf4*(r) Z ]1 L (77,7} - a"A(r") &é3r’ &#3r”. (A.12)

Durch Bildung der Variationsableitung nach A*(r) gemaﬁ Gl. (3) folgt jetzt statt Gl. (7)
N(#) In (T (r)>4(r)~ -3 2‘
Die elektrische Stromdichte ergibt sich nach Gl. (5) zu
1 0L, (", 1)

) =TI 2o o)

+TfJ*(r)Z ' |I;w(r,r’)2ieA(r)d3r’.

;(r", r) -9 Ay Br”. (A.13)

S0 A(F) B B
(A.14)

Wegen Gl. (A.7) kann die rechte Seite aber durch partielle Integration in die rechte Seite von Gl. (8)
umgewandelt werden. Divergenzen treten hierbei nicht auf.

Zusatz bei der Korrektur: Es scheint, dafl die Behauptungen iiber Konvergenz, die in diesem Anhang
aufgestellt wurden, nicht allgemein zutreffen; vgl. inshesondere den ,,nichtergodischen* Fall I bei pe Genxes
und Tinkuam 17,

17 P. G. pe Gex~es u. M. Tinknam, Physics 1, 107 [1964].
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Anhang 2. Elektrische Stromdichte im sauberen Leiter

Im sauberen Leiter gilt nach Gln. (II1.59), (III. 58) und (III. 44)

1 dQ

gw(r: u;r )‘: (2ﬂé) 'l)(;'”) d;1(1'")

i L fr,A(t) -dt}S (v, e(r,17)).
(A.15)

Es wird eine klassische Bahn betrachtet, die von " nach 7 fithrt. Die Funktion T(7,7”’) in der ersten
Exponentialfunktion bedeutet die Zeit, die zur Durchlaufung dieser Bahn mit Fermi-Geschwindigkeit be-
notigt wird; in der zweiten Exponentialfunktion wird das Vektorpotential entlang der Bahn integriert.
e(r,r”) ist die Tangentenrichtung an die Bahn im Punkt 7; dieser Vektor steht in einer schon im Zusam-
menhang mit Gl. (13) eingefiihrten J-Funktion von Richtungen. Der Differentialquotient d2/dq(r”)
wird erklart, indem man die betrachtete Bahn einbettet in ein Biindel von Bahnen durch r, die dort den
infinitesimalen rdumlichen Winkel dQ erfiillen; dq(7”) ist der Querschnitt dieses Biindels im Punkt 7.
v(1”) schlieBlich ist die (u. U. ortsabhingige) Frrui-Geschwindigkeit im Punkt ”'. Fiihren mehrere Bah-
nen von 7 nach 7, so ist auf der rechten Seite von Gl. (A.15) eine Summe iiber diese Bahnen zu schrei-
ben. Im Falle der Reflexion an Oberflachen erhilt man, aufler bei spiegelnder Reflexion, ein Integral. Da
es uns hier nur auf grundsitzliche Gesichtspunkte ankommt, soll von diesen Komplikationen abgesehen
werden.

Unter erneuter Heranziehung des Biindels von Bahnen durch r kann man das Volumenelement d*r’” in

Gl. (20) in der Form
dBr” =dg ds (A.16)

schreiben, wobei dq der schon genannte Biindelquerschnitt und ds das Linienelement entlang der Bahn ist.

Aus Gl. (20) ergibt sich dann

1 ds ’r . r : 3 ’” 2
A,(r,v) = (272 (ﬁd.@fv(r,,) exp{ —2|w|T(r,r )}exp{—Zzer[A(t) dt}o (v, e(r,r”")) A(r")
(A.17)

Die dQ2-Integration erfolgt iiber alle Richtungen des Vektors e(r,r”); die ds-Integration wird iiber alle
frither durchlaufenen Punkte derjenigen Bahn erstreckt, die in 7 mit der Richtung e (r, r”’) endet. Fiihrt
man die Winkelintegration aus und beachtet dabei die Bedeutung der d-Funktion, so folgt

1 d ’’ . r 44
A,(r,v) = Eﬂﬂ_/‘iv(ri')i exp{ —2 | |T(r,r") Yexp{ —2i er'f’A(t) -dt} A(r”), (A.18)

wobei entlang derjenigen Bahn zu integrieren ist, die in 7 mit der Richtung des Vektors v endet. Ein
Teilchen, das diese Bahn mit FErmi-Geschwindigkeit durchlduft, hat an der Stelle r genau die Geschwindig-
keit . Gl. (A.18) wird noch etwas vereinfacht, wenn man beachtet, daB ds/v (1) =dt¢ das Zeitelement
auf der Bahn ist.

Bei Berechnung der Stromdichte nach Gl. (21) bendtigt man auBer 4, (r,v) auch 4, (r, —v). Diese
zweite Grofe 1dBt sich durch ein Gl. (A. 18) entsprechendes Integral ldngs derjenigen Bahn ausdriicken, die
in r mit der Geschwindigkeit — v endet. Diese Bahn kann man in Gedanken umkehren; die Anfangsge-
schwindigkeit in 7 ist dann gleich v. Die jetzige Bahn stellt also einfach die Fortsetzung der in Gl. (A.18)
auftretenden Bahn dar. In Gl. (21) ist 4. (r, —v) v 4,,(r, v) daher eine GroBe, die sich auf eine einzige
Bahn bezieht. Die Exponentialfunktionen, die in den beiden Integralen nach Gl. (A.18) auftreten, lassen
sich dabei iibrigens zusammenfassen; doch soll auf diese weniger wichtigen rechnerischen Einzelheiten
nicht eingegangen werden. Um die Stromdichte i(r) nach Gl. (21) zu gewinnen, hat man schlieBlich
noch iiber alle Bahnen zu integrieren, die durch den Punkt 7 laufen.
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Anhang 3: Vollstindige Ginzburg-Landau-Niherung

Die vollstaindige Ginzurc—Lanpau-Gleichung® unterscheidet sich von der linearisierten GiNzBURG—
Laxpav-Gleichung durch einen additiven nichtlinearen Term. Entsprechend kann das Funktional @ in
Gl. (1) nicht mehr durch @@ gemiB Gl. (6) angenihert werden. Es tritt vielmehr ein Anteil vierter Ord-
nung

¢(4) =%TfA*(1') A* (r/) Z Km(r, r/; 1'", r///) A(r”) A(ru/) d3r d3r/ dsru dsru/ (A 19)

mit K, (0,77 ,7") = (G, (v, ¥) Go (¥, ¥) C. (¥, ¥") G (¥, 7)) (A. 20)

hinzu, der dann allerdings nur niherungsweise ausgewertet wird. In Gl. (A.20) ist G, (7, 7’) die GrEEx-
sche Funktion der normalleitenden Elektronen; die spitzen Klammern deuten die Mittelbildung iiber die
rdumliche Verteilung etwaiger Fremdatome an. Im Sinne der GinzBurc—Lanpav-Nédherung wird nicht nur
K, (r,7") nach eichinvarianten Ableitungen der Funktion &(r—7") entwickelt [vgl. etwa Gl. (IL.22)].
Auch K, (7, 7"; 1”7, 1"”’) wird entsprechend entwickelt

K,(r, ;1" ¥")=B,(r) 6(r—1) 6(r —1")6(r" —1"”) + eichinvariante Ableitungen, (A.21)

wobei allein das angeschriebene Glied ohne Ableitungen beibehalten wird. Mit
B(r)=T > B,(r) (A. 22)

wird dann aus Gl. (A.19) einfach
SO =3fB(r) |A(r)|*d3r+... . (A.23)

Auf der linken Seite von Gl. (II.11) tritt zusitzlich der Summand — B (1) | A(r)[2A(r) auf.

Es scheint nicht moglich zu sein, die Methode der Korrelationsfunktion auf die Berechnung des vollstin-
digen Integralkerns K, (7, 7"; ¥/, 1"’) auszudehnen. Nach einem Verfahren, das schon in I, Abschn. 1, an-
gewandt wurde, gelingt jedoch ohne Miihe die Berechnung von B, (7). Offenbar gilt einfach

B,(r) = [K,(r, v ; v, 7" ) a=0 &3 &3r” &3, (A. 24)

wobei der Integralkern fiir verschwindendes Vektorpotential einzusetzen ist. Mit der Darstellung Gl. (I.4)
der Greenschen Funktion folgt zunachst
Co(r, 1) GL(r", 1) G, (v, 7") GL(r", 1)
wi (1) we (1) w07 (1) wi (1) (1) iy (177) 200 (1) 04 (7)
- Lw—n; —iw—n LW —Ny —iw—7,

(A. 25)

Dabei sind Ein-Elektronen-Wellenfunktionen wy, () fiir eine feste raumliche Anordnung von Fremdatomen
einzusetzen; die Mittelung tber alle Anordnungen wird am Schluf} der Rechnung ausgefiihrt.

Ohne Magnetfeld und ohne paramagnetische Fremdatome, also bei Invarianz gegen Zeitumkehr, kann
man im zweiten und vierten Bruch w; durch w;* ersetzen und umgekehrt. Die Integration in Gl. (A.24)
und die Summationen iiber I, m und n in Gl. (A. 25) lassen sich dann ausfithren und man erhilt

s |w(m

w1 7) Co (¥, 1) G, (¥, 7)) Go (¥, )3 &Br” &Br = "
JGu( ) Go( ) Gol ) Gl ) 2 (@t m)?

(A. 26)

Dieser Ausdruck wird niherungsweise ausgewertet, tegral herauszieht und schliellich die #-Integration
indem man die Summe durch ein Integral ersetzt von — oo bis + oo erstreckt. Mit NV, als Zustands-
(die linearen Abmessungen des Leiters miissen hierfiir ~ dichte an der Fermi-Kante ergibt sich so
groB sein gegen mv), fiir geniigend kleine |w| die | wy |2 N 7 Ny [wi ()2
mit 7 langsam verdnderlichen Groflen aus dem In- £ (w2+7m)? T 2w

,  (A.27)
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wobei der Querstrich eine Mittelbildung tiber die Zu-
stinde an der Fermi-Kante bedeutet. Hier ist noch
iiber die moglichen rdumlichen Verteilungen der
Fremdatome zu mitteln. Wenn die Konzentration
der Fremdatome nicht zu grof} ist, erhalt man of-
fenbar mit

NoJwe(r) E=N(r) (A.28)

dieselbe u. U. ortsabhédngige Zustandsdichte wie im

sauberen Leiter [vgl. Gl. (A.11)].

U. LINDNER, R. GRUNER UND G.HEBER

SchlieBlich 146t sich die w-Summe in Gl. (A. 22)

ausfiihren; man erhalt

72(3) N(r)

B =g

(A.29)

in Ubereinstimmung mit dem Resultat von Gorxkov ?.
Aus Gl. (5) folgt, daf @@ in der Niherung Gl.
(A.23) zur elektrischen Stromdichte nicht beitrdgt;
diese ist also auch in der vollstindigen GiNzBURG—
Lanxpav-Niherung durch Gl. (26) gegeben.

Uberlegungen zum verallgemeinerten Heisenberg — Diracschen Austauschoperator
(Anwendung auf Nickel)

U. Lixpner, R. Gruner und G. HeBER

Theoretisch-Physikalisches Institut der Universitat Leipzig

(Z. Naturforschg. 22 a, 856—859 [1967] ; eingegangen am 20. Februar 1967)

By comparing theory and experiment we try to find out, if the effective Spin-Hamirronian (2) is
applicable for a metal like Nickel. We get no contradictions.

Es ist schon sehr viel dariiber diskutiert worden,
ob der HeisenBerG-Diracsche Austauschoperator

=-2>1;8:8;, (1)
(&,7)

S; = Spinoperator des i-ten Atoms,

;= Austauschintegral,

Y = Summe iiber alle Paare von Atomen,
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auf ferromagnetische Metalle anwendbar ist. In den
letzten Jahren sind die Voraussetzungen, unter denen
(1) gilt, genauer untersucht worden . Dabei wurde
folgende Verallgemeinerung von (1) gefunden:

H=—-3>K;i8:S;— 12 Kiju(8:8;) (Sx8) + ... .
oF) )
) (2)

Die Summe in (2) lduft in einem Kristall praktisch
bis unendlich; es treten also immer héhere Spinope-
rator-Produkte auf; die Koeffizienten K;;, Kjj;; usw.
sind selbst wieder unendliche Reihen, deren einzelne
Summanden als Integrale iiber die (exakte) Bahn-
eigenfunktion aller Elektronen des Kristalls formal
dargestellt werden konnen [Kj; z.B. ist also nicht
identisch mit dem 2-Elektronen-Austauschintegral J;;
aus (1)!].

Durch den Operator (2) werden einige Schwichen
des Operators (1) vermieden; der Giiltigkeitsbereich
von (2) ist grofler als der von (1). Es kann aber

1 G. OBerMAIER, Z. Physik 182, 5 [1964].

auch fiir (2) aus rein theoretischen Uberlegungen
nicht geschlossen werden, ob man diesen Operator
auf Metalle wie Ni anwenden darf. Deshalb erscheint
es verniinftig, die Eigenschaften des Operators (2)
zu untersuchen, um durch Vergleich mit den experi-
mentellen Daten von beispielsweise Ni herausfinden
zu konnen, ob (2) zu fiir Metalle brauchbaren Vor-
aussagen fithrt oder nicht.

Ein solches Programm st6f3t auf erhebliche Schwie-
rigkeiten. Erstens sind die Koeffizienten K;; usw. aus
(2) kaum in befriedigender Naherung zu beschaffen
[sie lassen sich zwar formal auf Integrale tber die
rdumlichen Elektronen-Eigenfunktionen zurtickfiih-
ren, aber diese Eigenfunktionen sind selbst viel zu
wenig bekannt, und aullerdem enthilt jeder Koeffi-
zient aus (2) eine unendliche Reihe solcher Inte-
grale]. Zweitens lassen sich die Eigenschaften von (2)
wegen seiner sehr komplizierten Gestalt selbst bei
bekannten Koeffizienten nicht streng angeben. Wir
schlagen deshalb folgenden Weg ein: Wir betrachten
die K;; usw. aus (2) als unbekannte Parameter und
versuchen, sie wenigstens groflenordnungsmallig
festzulegen, indem wir mit Hilfe geeigneter Nahe-
rungen aus (2) experimentell priifbare Folgerungen
ziehen und diese mit empirischem Material fir Ni
vergleichen. Sollten dabei unter Verwendung ver-
schiedener experimenteller Daten von Ni stets die
gleichen Koeffizienten K;; usw. auftreten, so wire



